Modulo 3: Regresion

Leccion 3: Regresion Multiple |



Regresion Multiple

logifev)
1 28.535
2 2.545
3 2.542
4 2.443
5 2.639
] 2.8348
7 28.652
8 2.347
9 28.687
10 @2.664
11 2.471
12 8.551
13 8.785
14 8.758
650  1.452
651 1.316
652  1.848
653 l.82s
654  1.167

ht

57.8
7.5
54,5
53.8
57.8
6l.8
CE.@
S56.8
EE.G
Ba.a
3.8
54.8
EE.G
8.5

7.8
EE.8
2.8
3.8
BE.5

[ - T -~ N~ R - B '~ T~ R T - Y - T Y - B TR - B Y - B 1]

16
15
18
16
15

predict
8.715
1.157
@.565
@.539
8.715
@.871
8.699
@.611
8.761
@.847
8.47%
@.563
8.761
@.849

1.293
1.318
1.825
1.117
1.252

residuo
-8.17%
-2.612
-8.823
-8.895
-8.875
-2.822
-8.847
-8.264
-8.874
-2.183
-8.988
-2.812
8.824
-2.898

2.158
-8.882
2.823
-8.858
-2.885

Regresion multiple

log(fev;) = f, + B.ht; + frage; +u;, U, > N(0,0)

1

log(fev;) =\—1.97 + 0.0439 ht; + 0.0198 age; + ¢;

S, = 0.1476 log(fev;)

n -1
b1 _ s1* s12 (Sly) _ (0.0439)
,éz S1o 522 SZy 0.0198

Bo =Yy B1f1 — Bzfz = —1.97

Regresion Lineal
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Ejemplo regresion multiple

Consumo =3, + 3, CC + [3, Pot + 3, Peso + 3, Acel + Error

Y X1 X2 X3 X4
Consumo Cilindrada Potencia Peso Aceleracion
I/100Km cc CV kg segundos
15 4982 150 1144 12
16 6391 190 1283 9
24 5031 200 1458 15
9 1491 70 651 21
11 2294 72 802 19
17 5752 153 1384 14
/= ~C ~
: :
Var. dependientes Var. Independientes
0 respuesta O regresores

Regresion Lineal 3



Modelo regresion multiple

Vi = Bo + /X + BoXoi +++ Pk Xki + Ui,
Ui — N(O,O'Z)

Lo L. P2, Pk o2 parametros desconocidos

= Linealidad = Homocedasticidad
E[yi] = B+ Bixiit. ..+ BXa var [yilx; ;.- %] = o°
= Normalidad = Independencia
Vil X1 ,...,.X = Normal Cov [y, y,] =0
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Estimacion

Vi = Bo+ BXyi + BoXoy +++ BiXyg Ui, U = N(0,07)

gl b = (Sxx) ™ *(Sxy)
b=| P2 ) . A A
g:k o =Y — P1X1 — B1Xy — - — BrXy

Vi = By + BXy ++ BiXg €

Vi = By + BXy ++ B X

jié
=1

n—k -1
-]

Regresion Lineal 5

Y, :Bo "'len +”'+/ékxki

n A2
E=Yi—Yi >R =

—> g.l. =n-k-1



Contrastes individuales

Ho:ﬂi:O 9i:ﬁo+/élxli+'”+ﬂkxki
H,: 8 #0 ) )
Bi = Bi, SE(B;)

t = A 2N
SE(S)

tn—k—l

t, = p =
SE(5)

t.|>t,  s..» = Se rechaza Ho
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H,: 5 =0

P-valor < a

H,: =0
Area Azul = p-valor
tn—k-1
R.R R.R. For g
0025 s 0.025
P-valor > a

Con a=0.05 “x” influye

e, N

significativamente en “y

Con a=0.05 “x” NO influye

significativamente en “y

H,: 8 #0

Ho::Bi =0



Modelo estimado Y contrastes

Dependiente (y) ~ Independientes (X:, Xz..Xk)
Estimate | Stand Error t value Pr(>|t])
Intercept B, SE(B,) _Bo /SE([} ) Po
0
X1 31 SE(Bl) t, = Bl/SE B ) P1
1
X3 Bz SE(BZ) _ ,32 /SE(ﬁ ) D2
2
Xk B SE(Br) t, = Bk/SE(B ) Pk
k

Regresion Lineal




Modelo estimado y contrastes

Dependiente (log(fev)) ~ Independientes (ht (estatura) , age (edad) )

Estimate | Stand Error t value Pr(>|t])

Intercept —1.9711 0.07833 —25.16 0.00000
ht 0.04399 0.001647 26.71 0.00000
age 0.01981 0.003181 6.23 0.00000

log(fev) = —1.97 + 0.0439 ht + 0.0198 age
(0.078)  (0.0016) (0.0031)

$p = 0.1476

Regresion Lineal 9



Descomposicion de la
variabilidad en regresion

Vi = Bo + Buai ++++ Bk + €
yi =VYj +e (Restando Y)

(Vi =) = (i - ) +¢
S (i -9 =3, i - 9)2 + 30, ef
VT =VE +VNE

Regresion Lineal 10



Coeficiente de determinacion R?

log(fev) = —1.97 + 0.0439 ht + 0.0198 age
(0.078) (0.0016) (0.0031)

\

VE =) (¥, -Y)* =58.536
=1 2 _VE _ 58536

L > > = =0.8071
VNE =) (y; - §;)* =13.990 VT 72526
i=1

VT =58.536+13.990 = 72.526 )

0<R?<1
Mideelporcentajede VT que

esta explicadoporlosregresores
-

Regresion Lineal 11



Coef. determinacién corregido R 2

n VE_VI-WNE __ WNE . (n-k-D§ > (i -9)?
— — = ]—— =1 — 22 _i=1
VT VT VT (n-1)§? =
A2
g2oq Sy WNE -1
S, VI n-k-1
n-1
=1-(1-R?)x
n—-k-1
R? =1— (1 - 0.8071) x =>=0.8065

Regresion Lineal 12



Contraste general de regresion.

Yi = 0o+ b1Xj +- -+ Pk Xki + Ui

Ho:p1=p2=--=pk =0
Hj :algunoesdistintode 0

A _ Rechazo HO

§Z = VE Lo (Si H, es cierto)

R 00 05 10 15 20 25| 30 35 40

F > F, = SerechazaHg Y Fin-2
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Contraste F

log(fev) = —1.97 + 0.0439 ht + 0.0198 age, 3§, = 0.1476

(0.078)  (0.0016) (0.0031)
VE 58.436
~ A2
_ §e=—= =29.268
Ho b=, =0 . )
0 - IB 0 ~ §,=0.021
Lalgun p; # 22
1 | J E_ ?E _ 209.022618 _ 1362
F2 651 RS
- 1362 > 3.01= Se rechaza H,
0 P-valor = 0.00000...

Regresion Lineal 14



Tabla de Analisis de la Varianza

Suma de Grados de
FUENTES Cuadrados Libertad Varianzas F
. N A §2
Explicada (VE) > .(¥;-¥)* K §2 y g2
Residual (VNE) 3 (y,—9,)> n—k-1  §
Total (VT) D (yi-¥) n-1
A N\ 2
e _VE _ 2 (5:-9)
- _ —\ 2
VT > (yi—Y)

Analisis de la varianza 15



Tabla de Analisis de la Varianza

log(fev) = =197 + 0.0439 ht + 0.0198 age, 3§, = 0.1476
(0.078)  (0.0016) (0.0031)

Suma de Grados de

FUENTES Cuadrados Libertad Varianzas F
Explicada (VE) 58.536 2 29.268 1362
Residual (VNE) 13.990 651 0.0215
Total (VT) 72.526 653
58.536
R? = =0.8071
12.526

Analisis de la varianza 16



Resumen de estimacion con R

call:
Im(formula = log(fev) ~ ht + age)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-0.64994 -0.08310 0.01055 0.09324 0.42156

Coefficients:

Estimate std. Error t value Pr(=|t]|)
(Intercept) -1.971147 0.078332 -25.16 < 2e-16 #==#=
ht 0.043991 0.001647 26.71 < Z2e-16 #=%=
age 0.019816 0.003181 6.23 B.35e-10 ===

Signif. codes: 0 *#**=' 0.001 **=' Q.01 **=" 0.05 *." 0.1 * " 1

Residual standard error: 0.1466 on 651 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8071, Adjusted R-squared: 0.8065
F-statistic: 1362 on 2 and 651 DF, p-value: < 2.2e-16

Analysis of variance Table

Response: log(fev)
Df Sum Sg Mean Sq F value Pr(>F)
age 143.210 43.210 2010.8 < 2.2e-16 ***
ht 1 15.326 15.326 713.2 < 2.2e-16 #%%
Residuals 651 13.990 0.021
signif. codes: 0 “**=’ (0.001 “**" 0.01 “*" 0.05 “.” 0.1 " " 1
|
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Ejemplo 1: Cars

Depend H Regresores
A * |

Coefficients:
Y X1 X2 X3 X4 Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
cons | engine | horse | weight | acoel (In!:ercept:} -1.0517457 0.9785989 -1.075% 0.2832
1 | 16.79 | 0.0 | 160 S c e engine 0.0058784 0.0026166 2.247 0.0252 =
horse 0.0369513 0.0065584 5.634 3.40e-08 ===

2 | 16.79 |446.8 |45 %812 |85 weight 0.0020182 0.0003132 6.443 3.49e-10 ##%
3 15.67 | 3%.8 138 3858 8.5 accel 0.0813370 0.0493374 1.649 0.1000

4 16.79 454 .8 228 4354 9.8

5 15.67 4g8.8 158 3761 9.5

B 14.689 428.8 238 4278 9.5

7 1673 sse 25 s e cons = —1.054 0.0058 engine + 0.0369 horse +
8 15.67 J83.9 17 3563 1.8 + 0.0020 Welght + 0,0813 accel

9 15.67 429.8 198 4341 18.8

10 16.79 455.8@ 225 J8Ee 1.8

11 13.83 382.8 148 3445 18.5

12 18.88 448.8 215 4735 11.8@
388 18.22 a97.8 54 2254 23.5
389 .42 Sg.8 48 2335 23.7
390 5.34 a97.8 52 2138 24.6
391 2.64 141.8 71 3198 24.8
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Valores Previstos y Residuos

cons = —1.05 + 0.0058 engine + 0.0369 horse + 0.0020 weight + 0.0813 accel

Datos

Resultados

\

\

(
Y

cons

16.79
16.79
15.67
16.79
15.67
14.6%
16.79

[= - I B - T IR *" B S R

15.67
15.67

¥}

16.79

=
(=]

13.83

=
[

18.88

=
]

X1 X2 X3

engine horse  weight
348.8 1e8 3689

a448.8 215 4312
358.8 158 3E5E
454.8 228 4354
488.8 158 3761
488.8 238 4278
4L55.8 225 4425
383.8 178 3563
425.8 158 4341
455.8 225 3886
382.8 148 3445
a448.8 215 4735

accel
E.8
B.5
E.5
9.2
5.5
9.5
18.8
la.@
18.8
la.@
18.5
11.@

|
Xa

14,79
18.87
16.72
19.27
15.21
19.28
19.68
15.4%
1B.36
16.98
13.71
19.93

Y

cons_pred residuc

e

2.88
-2.88
-1.85
-2.47
8.47
-4.51
-2.88
2.1%9
-2.68
-8.1%
8.12
-1.85

\

VE =) (§,-Y)* =4725.0
i=1

VNE =) (y; - ¥;)* =1037.9
i=1

VT = Z(yi —Vy)* =5762.9

VNE  1037.9
n—k—1 386
oo _VE _ 4725

= VT 57629 _ o199

2§R:

Regresion Lineal
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Diagnosis

Linealidad Normalidad
Homocedasticidad ok
Q—‘k 4L Normal Q-Q Plot
N
s o 3
8 5
o ®
[ [ [ [ [ [ [ [ [ [
10 15 20 3 2 1 0 1 2 3
predict(m) Theoretical Quantiles
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Resumen del modelo

Im(formula = cons ~ engine + horse + weight + accel)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-5.1103 -1.0142 0.0174 0.9451 5.4266

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -1.0517457 0.9785989 -1.075 0.2832
engine 0.0058784 0.0026166 2.247 0.0252 =
horse 0.0369513 0.0065584 5.634 3.40e-08 ===
weight 0.0020182 0.0003132 6.443 3.49e-10 **=*
accel 0.0813370 0.0493374 1.649 0.1000

Signif. codes: 0 “*=#**° 0.001 “*==" 0.01 **=" 0.05 "." 0.1 " " 1

Residual standard error: 1.64 on 386 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8199, Adjusted R-squared: 0.818
F-statistic: 439.2 on 4 and 386 DF, p-value: < 2.2e-16

Regresion Lineal 22



Resumen del modelo

Im(formula = cons ~ engine + horse
Residuals:
Min 10 Median 30

-4.89/70 -1.0338 0.0545 0.8911 5.

Coefficients:
Estimate std. Error t

(Intercept) 0.3631739 0.4711933
engine 0.0052017 0.0025899
horse 0.0299518 0.0050097
weight 0.0022568 0.0002784

Signif. codes: 0 "#*=7 0,001 **=°

+ weight)

Max

6837

value Pr(>|t|)
0.771 0.4413
2.008 0.0453 =
5.979 5.11e-09 ===
8.107 6.89e-15 #==*
0.01 *=" Q.05 *.°

0.1

Residual standard error: 1.643 on 387 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8186, Adjusted R-squared: 0.8172
p-value: < 2.2e-16

F-statistic: 582.1 on 3 and 387 DF,

Regresion Lineal
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Conclusiones modelo final

cons = —1.05 + 0.0058 engine + 0.0369 horse + 0.0020 weight + 0.0813 accel
$p = 1.64 R? = 81.99

1. No se aprecian desviaciones importantes de las hipotesis basicas del
modelo: linealidad, homocedasticidad y normalidad.

2. Se observa relacion lineal significativa entre el consumo de los coches y su
peso (weight), potencia (horse) y centimetros cubicos (engine). (Los p-
valores son menores que 0.05 en elmodelos). Los coeficientes estimados
son positivos, lo que significa que el aumento de cualquiera de las variables
independientes incrementa el consumo del vehiculo. Con las cuatro
variables se explica el 81.99 % de la variabilidad del consumo.

Regresion Lineal 24



Conclusiones modelo final <o

3. En el modelo de cuatro regresores el parametro asociado a aceleracion no es
significativo. La inclusion de la wvariable ‘aceleracion” no mejora
significativamente el modelo. Eso no implica que no exista relacion lineal entre
aceleracion y consumo (la regresion simple entre estas variables indican relacion
significativa con coeficiente negativo).

4. El coeficiente asociado al peso es 0.0020, es muy significativo. Para
interpretarlo es necesario tener en cuenta las unidades: un aumento de una libra
en el peso del coche manteniendo constante el resto de las variables produce un
aumento del consumo de 0.002 litros/100 km. (Esto implica que un regresor se
puede cambiar manteniendo el resto constante, lo que solo es posible en los
estudios experimentales.) El resto de los coeficientes se interpreta similarmente.

Regresion Lineal 25



CARS: Todos |

0S modelos

1 4 Ja) 2 2
Modelo engine horse weight accel SR R R
1 0,032 1,874 76,28 76,22
0,0009
2 0,085 2,002 72,94 72,87
0,0026
3 0,004 1,780 78,55 78,49
0,0001
-0,663
4 s 3,380 22,70 22,50
12 0,0202 0,036 1,775 78,78 78,67
0,0019 0,0053
13 0,01313 0,00251 1,715 80,18 80,08
0,0023 0,0002872
14 0,03215 0,0048 1,877 76,28 76,16
0,00108 0,041
23 0,0351 | 0,0026 1,650 81,67 81,58
0,00432 0,00019
24 0,1027 0,336 1,892 75,90 75,78
0,0035 0,048
0,00379 | -0,1689
34 0,0001147 0,0351 1'734 79'75 79'65
123 0,0052 | 0,0299 | 0,00225 i 8186 .
0,0025 0,005 0,0002
124 0,01765 | 0,0539 0,2282 1723 80,05 7,89
0,0019 0,0063 0,0459
134 0,01006 0,0027 | -0,0986 1708 80,50 80,35
0,0026 0,000298 0,039
0,04113 | 0,0025 | 0,0639
234 0,0063 0,00022 0,0489 1,648 81,75 81,61
1234 0,00587 | 0,03695 | 0,002018 | 0,0813 G 51,99 s
0,0026 0,0065 0,00031 0,049

Regresion Lineal
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Conclusiones Generales

1. El que la relacion lineal entre dos variables sea significativa no implica que exista
relacion de CAUSALIDAD entre las variables. Se debe interpretar como asociacion
entre las variables: los coches con méas pesos presentan mayor consumo que los
coches con menos peso.

2. Cuando se afaden o eliminan variables de un modelo los coeficientes del resto
cambian. Eso es debido a la correlacion entre los regresores. Cuando estas
correlaciones son altas los coeficientes pueden cambiar mucho, incluso de signo.
Esto se puede apreciar en el coeficiente de la variable accel, cuyo efecto sobre el
cosnumo depende del resto de las variables en el modelo. La alta correlacion
entre los regresores hace muy dificil interpretar el significado de los
coeficientes, a este problema se le denomina MULTICOLINEALIDAD.
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Conclusiones (cont.)

7. La seleccion del modelo depende del objetivo. Siempre el modelo con mas
regresores tiene el mayor R2. Utilizando el “R2 corregido” hay tres modelos
muy parecidos 23, 123 y 1234. El mejor modelo con un regresor es el 3, con R2
igual al 78.55%, al incluir la pontencia (horse) como nuevo regresor tenemos el
modelo 23 cuyo R2 s6lo aumenta un 3%, hasta 81.67%. El modelo 123, incluye
ademas los cc del motor (engine) como regresor con un aumento en R2
despreciable (ahora 81.86%). En este modelo los tres coeficientes son
significativos. Si afladimos la variable accel, llegamos al modelo completo con
R2 igual a 81.99%. El coeficiente de la tltima variable no es significativo.

8. Al ir incluyendo regresores en un modelo los residuos van disminuyendo y con
ello la variabilidad no explicada. La desviacion tipica residual también suele
disminuir (hay que tener en cuenta que el denominador de la varianza residual
también disminuye). Los modelos 23, 123 y 1234 tienen una desviacion tipica
residual muy parecida y proxima a 1.64 litros/100km. La interpretacion
(aproximada) es la siguiente (con el modelo 1234): si nos proporcionan los datos
del peso (weight), potencia (horse), cc (engine) y aceleracion (accel) del coche
la distribucion de su consumo tiene media la proporcionada por el modelo y

desviacion tiﬁica 1.64 litros/100km.
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Ejemplo 2: Cerezos Negros

Se desea construir un
modelo de regresion para
obtener el volumen de
madera de una “cerezo
negro” en funcion de la
altura del tronco y del
diametro del mismo a un
metro sobre el suelo. Se
ha tomado una muestra
de 31 arboles. Las
unidades de longitudes
son pies y de volumen
pies cubicos.
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Cerezos negros: Datos

Arbol Diametro Altura Volumen Arbol Diametro Altura Volumen
1 8,3 70 10,30 17 12,9 85 33,80
2 8,6 65 10,30 18 13,3 86 27,40
3 8,8 63 10,20 19 13,7 71 25,70
4 10,5 72 16,40 20 13,8 64 24,90
5 10,7 81 18,80 21 14,0 78 34,50
6 10,8 83 19,70 22 14,2 80 31,70
7 11,0 66 15,60 23 14,5 74 36,30
8 11,0 75 18,20 24 16,0 72 38,30
9 11,1 80 22,60 25 16,3 77 42,60
10 11,2 75 19,90 26 17,3 81 55,40
11 11,3 79 24,20 27 17,5 82 55,70
12 11,4 76 21,00 28 17,9 80 58,30
13 11,4 76 21,40 29 18,0 80 51,50
14 11,7 69 21,30 30 18,0 80 51,00
15 12,0 75 19,10 31 20,6 87 77,00
16 12,9 74 22,20
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Graficos x-y

volumen
volumen

10 20 30 40 60 60 70
10 20 30 40 60 60 70

8 10 12 14 16 18 20

diametro altura

1. Se aprecia relacion entre las dos variables y el volumen
2. El gréafico del volumen versus diametro presenta ligera curvatura
3. El grafico del volumen versus altura presenta clara heterocedasticidad
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Primer modelo:cerezos negros

Volumen= g, + p, Diametro+ g, Altura + Error

Call:
Im(formula = wvolumen ~ diametro + altura)
Eesiduals:

Min 10 Hedian 30 Max
-6.4085 -2.6493 -0.2876 2.2003 5.4847

Coefficients:
Eztimate 5td. Error t walue Pr(>|t])

(Intercept) -57.89877 g.6382 -6.713 2.75e-0T7 #==*
diametro 4.7082 0.2643 17.8le <« Ze-lg **=
altura 0.3383 0.1302 2.607 0.0145 *

Signif. codes: 0 Y&*#%%f 0 _ 001 ***f 0,01 **~f 0.05 *." 0.1 * " 1

Eesidual =tandard error: 3.8BZ2 on 2B degreesz of freedom
Multiple E-squared: 0.948, Adijusted BE-squared: 0.9442
F-=tati=stic: 2050 on 2 and 28 DF, p-value: < 2.2e-16
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Diagnosis

o |
L
. L]
E
o
8 o
o
wy
T o
S
' | | [ [ [ [ |
10 20 30 40 a0 60 70
predict(m)

Indicios de falta de linealidad
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Transformacion

vol =~ k xalturax didametro’
log(vol) = 3, + p, log(altura)+ g, log(diametro)+error

> mod2<-1Im(log(volumen)~log(diametro)+log{altura))
> summary (modd)

Call:
Im(formula = log(volumen) ~ log(diametro) + log(altura))

Re=siduals:
Min 10 Median 30 Ma=x
-0.168561 -0.048428 0.002431 0.083637 0.128223

Coefficients:

Eztimate 5td. Error t walue Pr(>|t]]
(Intercept) -6.63162 0.79978 -8.2%2 5.06e-08 #&&%
log(diametro) 1.982&5 0.07501 26.432 <« Z2e-lg **=*
logialtural) 1.11712 0.20444 5.464 T7.81le-08 **=

S5ignif. codes: 0 *#**=7 0.001 *=*f 0,01 *~* 0,05 *." 0.1 " 1

Eesidual standard error: 0.0813% on 28 degrees of freedom
Multiple E-=squared: 0.9777, Adjusted E-=squared: 0.97&l
F-statistic: €13.2 on 2 and 28 DF, p-value: < 2.2e-16
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Diagnosis (modelo transformado)

o ]
(]
o _|
- =2 o
: L . = -
o
T o oo Gl <
s o $o .0 ©°° O Antes
A
()
Q
! I I I I I I I
10 20 30 40 50 60 70
<
(]
™
réa D o og
& g
= — B B S — - <— | Ahora
k=, o o e} ]
B o™ o © o}
[l CI, —
=
g
i I I I I
2.5 3.0 3.5 4.0
predict(m2)
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Interpretacion

m Se comprueba graficamente que la distribucion
de los residuos es compatible con las hipotesis
de linealidad y homocedasticidad.

= El volumen esta muy relacionada con la altura y
el diametro del arbol (R%= 97.77%)

= El modelo estimado
log(Vol) =-6.6 + 1.12 log(Alt) + 1.98 log(Diam.) + Error

es compatible con la ecuacion vol=k x Alt xDiam?

m La desviacion tipica residual es s3;=0.081 que
iIndica que el error relativo del modelo en la
prediccion del volumen es del 8.1%.

Regresion Lineal 36



Ejemplo 3: Tabaco

marca alq
1 Alpine 14.1
2 Benson_& Edges 16.8
3  Bull_purham 25,8
4  Camel_lights g.2
5  Carlten 4.1
6  Chesterfield 15.@
7  Golden_lights E.8
& Kent 12.4
9 | kKool 16.6
10 L& 14.%9
11 Lark_lights 13.7
12  Marlboro 15.1
13 Merit 7.8
14  multi Filter 11.4
15  Hewport_lights 5.8
16  Now 1.8
17 0ld_gold 17.8
18 Pall_mall lights 12.8
19  Raleigh 15.8
20 Salem_Ultra 4.5
X1 Tareyton 14.5
27 True 7.3
23 Wiceroy_Rich_light 8.8
24  vWirginia_Slims 15.2

12.8

el
wA
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nico

8.86
1.88
2.83
.67
8.48
1.84
8.78
8.95
1.12
1.82
1.e1
.98
@.57
8.78
8.74
@.13
1.26
1.88
8.96
8.42
1.81
2.61
8.69
1.82
8.82

oo
13.6
16.6
23.5
18.2
5.4
15.8
9.8
12.3
16.3
15.4
13.8
14.4
18.8
18.2
9.5
1.5
18.5
12.6
17.5
4.9

8.5

18.6
13.9
14.5

Ejemplo “Tabaco” Monoxido de Carbono (CO)
25 observaciones, 3 variables

Descripcion: Se proporciona la produccion de monoxido de
carbono (co) y el contenido de nicotina (nico) y alquitran
(alg) en 25 marcas diferentes de cigarrillos americanos.

Fuente: Mendenhall, William, and Sincich, Terry (1992),
Statistics for Engineering and the Sciences (3rd ed.), New
York: (Original source: Federal Trade Commission, USA)

Variables

alg contenido en alquitran mg
nico  contenido en nicotina mg

Cco monoxido de carbono CO mg

Objetivo: Estudiar la relacion entre CO con alquitran
y nicotina
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co

05 1.0 1.5 20 0 5 10 15 20 25 30
Coefficients: Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) Estimate Std. Error t value Pr{>|t|)
(Intercept) 1.6647 0.9936  1.675 0.107 (Intercept) 2.74328 0.67521  4.063 0.000481 *=*=
nico 12.3954 1.0542 11.759 3.31e-11 *=* alq 0.80098 0.05032 15.918 6.55e-14 #=*=

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(=|t]|)

(Intercept)  3.0896 0.8438 3.662 0.001371 **
nico -2.6463 3.7872 -0.699 0.492035
alq 0.9625 0.2367 4.067 0.000512 ***

R? = 91.86
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nico

15 20

1.0

05

Efecto de la multicolinealidad

(alta correlacion entre nico y alq)

Regresion Lineal

El coeficiente de la variable “nico” cambia de
12.39 a -2.36.

En el modelo con dos regresores, el
coeficiente de la variable “nico” no es
significativo.

Los standard errors de los coeficientes en el
modelo de dos regresores han aumentado
considerablemente respecto a los de
regresion simple. El de “nico” pasa de 1.05 a
3.78. El cambio para “alq” es mayor.

Los estadisticos t se han reducido (debido al
aumento de los standards errors)

La desviacion tipica residual del modelo con
dos regresores es mayor que en el modelo
de regresion simple “CO ~ alq”
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Notacion matricial

o |1 x2 X2 o X2 | A | U2
Yn) 1 X1n X2n Xkn \Bk ) \Un
Y =Xp+U

U— N(O,02|)
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Estimacion minimo-cuadratica

(i) (1 x1 x1 o xa)Bo) (&)

2|1 X2 X2 o X2 | S|, | €2

Yn) 1 X X2n an)\,ék/ \&n
Y =Xp+e

donde el vector € cumple

HeH2 = _Z:Eeiz esminimo
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Para que ||e||* sea minimo, € tiene que ser
perpendicular al espacio vectorial generado las
columnas de X

1 Xy Xo1 Xk1 €
X = 1 Xp X22 Xk 2 e—|&2
1 Xln X2n an en
[ ~n
Zlei =
n
— XTe _ O Zlei'xli = O
n
\ Zleixki =0
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Minimos cuadrados

Solucion MC

XTY =X"Xp+X"e
X'Y=X"XBp = B=(X"X)*'X'Y
= ——
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Matriz de proyeccion V

Y e=(—-\V)Y

Val.Previstos

) Y = X
Y =X(X'X)"X"Y
Y =VY
Residuos T 1T
e=Y-Xp=Y-VY V=XX"X) “X
=(1-V)Y Simétrica V=VT

ldempotente VV=V
-
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Distribucion de probabilidad
de P

Y = N(XB,o°1)

B=X"X)IxTY=CY (siendoC=(X"X)"tx")

B — Normal

E[B]=CE[Y]=CXB=(X"X)1X"Xp=p
Var[f] =Var[CY]=CVar[Y]C'
=(X"X) XD @) xh!
=’ (XTI Txx Tx)™
= c72(XTX)_1
e
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Distribucion de probabilidad
de P

B> N@B o2(X"x)™
Bi — N(ﬂi,azqn)

/ A

IB/\O\ (B (oo Gor '+ Cok
p=| L] p=| | Q=(xX"x)t =[0G v O

\,ék) D \OJko  Ok1 - O/

dim(Q) = (k +1) x (k +1)
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Residuos

Y = XB + €
o %,_/
Observados Prewstos Residuos

A\
(yi) (1 x1 X1 - xa)ABo) (&)
2| |1 X2 X2 o X2 | |, | €2
Yn) 1 X1n X2n an)\,ék/ &n

ei = Yi —(Bo + Buxai + -+ P Xi)
e EEFEFEFEF}Yh
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Varianza Residual

T n .2
e'e  2i1fi 2 n .2
2 " 2 /Ank1 .2 Zi:]_el
an |2 n_k_l
F[=5=—]=n-k-1 .
= 2 (n—k —1)§2 2
YA
Zinzlei2 2 ()'2 n—k-1
| 1=
n—k-1

Regresion Lineal 49



Contraste individual ;

Ho: §j =
Yi :,BO +181X1i—|—..._|_'8kxki_|_ui 0 /BI

Hl:ﬂi # 0
fi —>N(,3i’02CIii)

,Bl ,Bl ,Bl
>»N(0,]) = > th_k—
o Ch SR\/I e

= ti| >t — SerechazaHo
SR\E M n—k—Llal?2
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Modelo en diferencias a la
media

Yi :,30 +ﬂlxli +”'+ﬂkxki T8 %yi =n,@o -l—,BAl%Xli +---+,ék %in+§:ei
— ~ A A =1 I= =1 E;_J
y = o+ prxg++ PrXk 5
Vi = Bo + P1X1i +---+ BrXki

Ji =V = Pr(xa — X0) ++ Bk (Xki — Xk )

>
>

1—Y X11— X1 X21— X e X=Xk | B
Vo=V | _|X2-X  Xp2-X2 o Xk2=Xk | S
Yn=Y) Xin—-%X  Xon—X o Xkn — Xk A Bk

Y-Y=Xb Y-Y=Xb+e
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Modelo en diferencias a la
media

Y =Xb+U

y1—y y ol i
ST I N
Yn—Y y Pk i
X11—%X  Xp1—Xp o Xgkp— Xk
— I Xo=X1 Xoo—Xo -+ Xpo—X
go|M27X Xo2—Xp k2 ~ %
Xn =X Xon—Xo2 -+ Xkn — Xk

b= XTX)IXTY b Nb,o2(X" X)L
-
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Regresion con R

=

> mod coches<-1m(Consumo ~ CC + OV + Peso + Acel)
> summary (mod coches)

Call:
Im({formula = Consumo ~ CC + CWV + Peso + Acel)

Ee=ziduals:
Min 10 Hedian 30 Max
-5.1085 -1.0180 ©0.0322 0.99068 5.5T775

Coefficients:

Eztimate 5td. Error t walue Pr(>|t])
(Intercept) -1.6695833 0.9833053 -1.698 0.0803 .
. 360 0.0188 *

cC 0.0003835 0.0001625 2

cw 0.0402844 0.0063687 6.132 2.15e-08 *=*
Feso 0.0057842 0.0009578 6.039 3.65e-09 #=*
Acel 0.1115012 0.04%6757 2.2495 0.0254 =*

S5ignif. codes: O ‘&***f 0,001 **+*f 0.01 *<f O0.05 *.f 0.1 * " 1 I

REesidual standard error: l.662 on 386 degrees of freedom
(2 observations deleted due to missingness)

Multiple R-=sguared: 0.8187, Bdju=sted B-=sqgquared: 0.217E

F-=ztatistic: 438.7 on 4 and 386 DF, p-value: < 2.2e-16




Interpretacion (inicial)

m Contraste F=438 (p-valor=0.0000) = Alguno de
los regresores influye significativamente en el
consumo.

m Contrastes individuales:

e La potenciay el peso influyen significativamente (p-
valor=0.0000)

e Para a=0.05, la cilindrada y la aceleracion también
tienen efecto significativo (p-valor < 0.05)
m El efecto de cualquier regresor es “positivo”, al
aumentar cualquiera de ellos aumenta la variable
respuesta: consumo.

m Los regresores explican el 82 % de la variabilidad
del consumo (R? = 0.8197)
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Multicolinealidad

m Cuando la correlacion entre los
regresores es alta.

= Presenta graves inconvenientes:

e Empeora las estimaciones de los efectos de
cada variable (;: aumenta la varianza de las
estimaciones y la dependencia de los
estimadores)

e Dificulta la interpretacion de los parametros
del modelo estimado (ver el caso de la
aceleracion en el ejemplo).
-
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ldentificacion de la multicolinealidad:
Matriz de correlacion de los regresores.

> cor{coches|[,2:5] ,use="palir')

CC 1
CW 0.
Fesao 0O
Acel -0,

cC

. 0000000

8984444

. 9336283

249474669

= o

"
.8984444 O
. 0000000 0.
.Be28927T7 1
. 6962805 -0.

Fe=o

. 89336283

8828927

. 0000000

4212948

deoel

. 5474669
. 6962805
4212948
. 0000000
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Graficos consumo - Xx;
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Consumo y aceleracion

Coefficients:

Eztimate 5td. Error t wvaluese Pri(>|t])
(Intercept) 21.50322 1.00418 21.41 <Ze-1lg =®%
Acel -0.65591 0.08311 -10.39 <Ze-1lg =®%

Signif. codes: 0 Y##**f 0,001 *#*f 0.01 **f 0.05 .7 0.1 * 1

R. simple

Eezidual =tandard error: 3.442 on 391 degrees of freedom
Multiple E-=quared: 0.21&65, Lbdju=sted BE-=squared: 0.2145
F-=ztatistic: 108 on 1 and 391 DF, p-value: < 2.2e-1&

Coefficients:

Eztimate S5td. Error t wvalue Pr(>|t])
(Intercept) -1.6655833 0.9833053 -1.6%58 0.0203 .
CC 0003835 L0001625 360 0.0188 =
Cv 0402844 006856897 132 2.15e-08 #&%
Pes=o .0057842 .0O0D85TE L0389 3.65e-08 =
Beel L1115012 .04896757 245 0.0259 *

Signif. codes: 0 “*&=#f 0,001 *=** 0.01 *** 0,05 . 0.1 " 1

[ e e
[ = = R
Fd oy o B

R. multiple

Ee=zidual =tandard error: 1.662 on 386 degrees of freedom
(2 obzervations deleted due to missingness)

Multiple RB—=guared: 0.8197, Adiju=sted RE-=guared: 0.8178

F-=ztatistic: 438.7 on 4 and 386 DF, p-value: < 2.Z2e-16
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Multicolinealidad: efecto en la
varianza de los estimadores

Y, = By + Prxj + BaXpj +Uj

e\l e 2 2
varﬁglﬂz(xTx) o? XTX=nSyx Sxx :[51 Slzzj:( 51 Ir123219'2}
2

12 S92 M2$1So S5
1 —h2
- st(L-r5)  s;5,(1—r2
| S xx |=Slzs§(1—r122) lex - 1(—r1212) 1 2(1 12)
518, (1- r122) S% - |’122)
( 0_2 . rlzaz \
: nsf (L-n2)  ns;s,(l-h3)
var|| 2t || = 1 12 1S, =T
182 — r]_20-2 02
2 2 1 2
 NS; S, (1—172) ns;(1-n2)
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Consecuencias de la
multicolinealidad

= Gran varianza de los estimadores 3

= Cambio importante en las
estimaciones al eliminar o incluir
regresores en el modelo

= Cambio de los contrastes al eliminar
o Incluir regresores en el modelo.

m Contradicciones entre el contraste F
y los contrastes individuales.
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